CHƯƠNG 2: GIỚI HẠN
Bài 5: GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN
I. GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA DÃY SỐ
1. Định nghĩa 1: 
Ta nói dãy số  có giới hạn là 0 khi n dần tới dương vô cực, nếu  có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi.
Kí hiệu:
Như vậy,  có giới hạn là 0 khi  nếu  có thể gần 0 bao nhiêu cũng được, miễn n đủ lớn.
Định nghĩa 2: 
Ta nói dãy  có giới hạn là số a (hay dần tới a) khi , nếu 

Kí hiệu: 
2. Các giới hạn đặc biệt
Từ định nghĩa suy ra các kết quả sau:



Ghi chú:

II. ĐỊNH LÍ VỀ GIỚI HẠN HỮU HẠN
Việc tính giới hạn bằng định nghĩa khá phức tạp nên người ta thường áp dụng các công thức giới hạn đặc biệt nêu trên và định lí sau đây mà ta thừa nhận.
Định lí 1:

·      
·      
·      
·    

III. TỔNG CỦA CẤP SỐ NHÂN LÙI VÔ HẠN
Cho cấp số nhân vô hạn (u n) có công bội q, với  tổng của cấp số nhân lùi vô hạn (u n) là:



Chẳng hạn: Hai dãy số sau đậy là những cấp số nhân lùi vô hạn:
· Dãy số:  với công bội ;
· Dãy số:  với công bội 
Ví dụ: 
a) Tính tổng của cấp số nhân lùi vô hạn , với .
b) Tính tổng: 
Giải.
a) Vì . Do đó

b) Các số hạng của tổng lập thàn cấp số nhân lùi vô hạn với 
Vậy

IV. GIỚI HẠN VÔ CỰC
1. Định nghĩa
	· Ta nói dãy số (un) có giới hạn là  khi  nếu un có thể lớn hơn một số dương bất kì, kể từ một số hạng nào đó trở đi.
Kí hiệu:

· Dãy số (un) được gọi là có giới hạn là  khi  nếu .
Kí hiệu:



Nhận xét

2.   Một vài giới hạn đặc biệt
Ta thừa nhận định lí dưới đây:
a) 
b) 
3. Định lí:
Định lí 2:
	





B. BÀI TẬP ÁP DỤNG
Ví dụ 1: Tính 

Giải.
Chia cả tử số và mẫu số cho n, ta được 




Ví dụ 2: Tính 

Giải. 
Chia cả tử số và mẫu số cho  n 2, ta được 




Ví dụ 3: Tính

Giải.
Ta có:

Ví dụ 4: Tính 

Giải: 
chia cả tử và mẫu cho n, ta được

.
Ví dụ 5: Tính 

Giải: 
Ta có


.
C. BÀI TẬP 
1. Tính các giới hạn sau:  


2. Tính các giới hạn sau:


3. Tính 

4.. Tính 

5. Cho số thập phân vô hạn tuần hoàn chu kì 02). Hãy viết  dưới dạng một phân số.















Bài 6: GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN
I. GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA HÀM SỐ TẠI MỘT ĐIỂM
1. Định nghĩa: 
Định nghĩa 1:
	Cho khoảng K chứa điểm x0 và hàm số y = f(x) xác định trên K hoặc trên .
Ta nói hàm số y = f(x) có giới hạn là L ( khi x dần tới x0, nếu với dãy số (xn) bất kì,  và  ta có .
Kí hiệu:



Nhận xét:

2. Định lí về giới hạn hữu hạn
Ta thừa nhận định lí sau đây:
Định lí 1:
	a) Giả sử , ta có:





(Dấu của  được xét trên khoảng đang tìm giới hạn, với ).



3.. Giới hạn một bên
Định nghĩa 2:
	* Cho hàm số y= f(x) xác định trên khoảng (x0; b).
Số L được gọi là giới hạn bên phải của hàm số y = f(x) khi  nếu với dãy số (xn) bất kì, x0 < xn < b và , ta có .
Kí hiệu:

* Cho hàm số y= f(x) xác định trên khoảng (a; x0).
Số L được gọi là giới hạn bên trái của hàm số y = f(x) khi  nếu với dãy số (xn) bất kì, a < xn < x0 và , ta có .
Kí hiệu:



Ta thừa nhận định lí sau:
Định lí 2:
	


Ví dụ 3: Cho hàm số 
Tìm (nếu có).
Giải.
Ta có.

.
Như vậy
 
II. GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA HÀM SỐ TẠI VÔ CỰC
Định nghĩa 3:
	a) Cho hàm số y= f(x) xác định trên khoảng (a;).
Ta nói hàm số y = f(x) có giới hạn là số L khi  nếu với dãy số (xn) bất kì, x0 < xn < b và , ta có 
Kí hiệu: 

b) Cho hàm số y= f(x) xác định trên khoảng  .
Ta nói hàm số y = f(x) có giới hạn là số L khi  nếu với dãy số (xn) bất kì, và , ta có .
Kí hiệu:





Chú ý: 
Với  c, k là hằng số, , ta luôn có:
	



Ví dụ 3: Tính 

Giải
Chia cả tử và mẫu cho , ta có 


III. GIỚI HẠN VÔ CỰC CỦA HÀM SỐ
1.  Giới hạn vô cực
Định nghĩa 4
	Cho hàm số y= f(x) xác định trên khoảng (a;).
Ta nói hàm số y = f(x) có giới hạn là số   khi  nếu với dãy số (xn) bất kì,  xn > a và , ta có .
Kí hiệu:



Nhận xét:

2. Một vài giới hạn đặc biệt
a)  với k nguyên dương
b)  nếu k số lẻ
c) nếu k là số chẵn
3. Một vài quy tắc về giới hạn vô cực
a) Quy tắc tìm giới hạn của tích 

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	



c) Quy tắc tìm giới hạn của thương 
	
	
	Dấu của 
	

	L
	
	Tùy ý
	0

	
	
	
	

	
	0
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	



Các quy tắc trên vẫn đúng cho các trường hợp 

B. BÀI TẬP ÁP DỤNG
Ví dụ 1: Tính 

Giải: 
Theo định lí về giới hạn ta có
.
Ví dụ 2: Tính 

Giải:
Vì  , nên ta chưa thể áp dụng được định lí nêu trên.
Nhưng với   ta có

Do đó

Ví dụ 3: Tính

Giải.
Ta có 
.
Ví dụ 4: Tính 

Giải
a) Ta có



b) Ta có



C. BÀI TẬP
1. Tính các giới hạn sau:  



2. Tính các giới hạn sau:

3. Tính các giới hạn sau:


4. Tính các giới hạn sau:  
















Bài 7: HÀM SỐ LIÊN TỤC
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN
I. HÀM SỐ LIÊN TỤC TẠI MỘT ĐIỂM
Định nghĩa 1:
Cho hàm số y = f(x) xác định trên khoảng K và .

II. HÀM SỐ LIÊN TỤC TRÊN MỘT KHOẢNG
Định nghĩa 2:
*. Hàm số y = f(x) được gọi là liên tục trên khoảng (a; b) nếu hàm số liên tục tại x0, 

*. Hàm số y = f(x) được gọi là liên tục trên đoạn nếu hàm số liên tục trên khoảng (a; b) và

III. MỘT SỐ ĐỊNH LÍ CƠ BẢN
	· Hàm số đa thúc liên tục trên 
· Hàm số phân thức hữu tỉ ( thương của hai đa thức) và các hàm số lượng giác liên tục trên từng khoảng xác định của chúng.
· Giả sử các hàm số y = f(x) và y = g(x) liên tục tại x0 thì
+ Hàm số y = f(x) + g(x) ; y = f(x) - g(x) ; y = f(x). g(x) liên tục tại x0
+ Hàm số  liên tục tại điểm x0 ( nếu  )
· Nếu hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn  và  thì tồn tại ít nhất một điểm  sao cho f(c) = 0




B.  BÀI TẬP ÁP DỤNG
[bookmark: _GoBack]Bài toán 1: Hàm số liên tục tại một điểm
Phương pháp:
 Để chứng minh hàm số  f(x) liên tục tại một điểm x0, ta qua 3 bước sau đây:




Ví dụ 1: Cho hàm số : 
Xét tính liên tục của hàm số f(x) tại điểm 
Giải
Ta có :


Do đó :

Vậy f(x) liên tục tại điểm 
Ví dụ 2: Cho hàm số : 
Xét tính liên tực của hàm số f(x) tại điểm 
Giải
Ta có :




Vậy f(x) không liên tục tại điểm 
Ví dụ 3: Xét tính liên tục của hàm số  tại 
Giải.
Hàm số  liên tục trên . Do đó xác định trên khoảng chứa .

Vậy hàm số  liên tục tại 
Bài toán 2: Hàm số liên tục trên một khoảng, một đoạn
Phương pháp :
1/ Hàm số f(x) liên tục trên khoảng  liên tục tại mọi điểm thuộc khoảng .
2/ / Hàm số f(x) liên tục trên đoạn  nếu f(x) ) liên tục trên khoảng  và :

Ví dụ 4: Xét tính liên tục của  hàm số : 
Trên tập xác định của nó.
Giải :
Tập xác định của hàm số f(x) là : 
· Nếu  thì 
Vì f(x) là thương của 2 đa thức, đồng thời mẫu số   nên f(x) liên tục trên các khoảng 
· Tại x = 3. Ta có f(3) = 4

Do đó :

Suy ra f(x) liên tục tại điểm 
Vậy hàm số f(x) liên tục trên .
Ví dụ 5: Cho hàm số 
Xét tính liên tục của hàm số trên tập xác định của nó.
Giải.
Tập xác định của hàm số là:  ..
· Nếu , thì .
Đây là hàm số phân thức hữ tỉ có tập xác định là: 
Vậy nó liên tục trên mỗi khoảng 
· Nếu  ta có .

.
Suy ra hàm số đã cho không liên tục tại .
Kết luận: Hàm số đã cho liên tục trên các khoảng và gián đoạn tại .
Bài toán 3: Chứng minh phương trình có nghiệm nhờ tính liên tục của hàm số
Phương pháp: 
Nếu hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn  và  thì phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm nằm trong khoảng  
Ví dụ 6: Chứng minh rằng phương trình:  có ít nhất một nghiệm trên khoảng (0; 1)
Giải
Xét hàm số: 
Ta có f(x) là đa thức nên liên tục trên đoạn 
Mặt khác: 
Vậy phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm trên khoảng (0; 1).
Ví dụ 7: Chứng minh rằng phương trình  có ít nhất một nghiệm.
Giải.
Xét hàm số .
Ta có : .
 là hàm số đa thức nên liên tục trên . Do đó, nó liên tục trên đoạn. Từ đó suy ra phương trình có ít nhất một nghiệm 
C. BÀI TẬP
1. Xét tính liên tục của hàm số  tại , biết 

2. Xét tính liên tục của hàm số  tại , biết 

3. Cho hàm số 

Với giá trị nào của  thì hàm số  liên tục trên .
4. Tìm  để hàm số :

liên tục tại . 
5. Xét tính liên tục của hàm số  trên tập xác định của nó, biết 

6. Chứng minh rằng phương trình:  có ít nhất hai nghiệm phân biệt trên khoảng 
 
















ÔN TẬP CHƯƠNG II
1. Tính các giới hạn sau:



2. Tính các giới hạn sau:  



3. Tìm các giới hạn sau:



.4. Xét tính liên tục trên  của hàm số

5 . Cho hàm số 

Với giá trị nào của  thì hàm số  liên tục tại .
6.  Chứng minh rằng phương trình  có ít nhất 3 nghiệm nằm trong khoảng 
